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1 はじめに

元の符号と双対符号の重さ分布の関係式としては，MacWilliams iden-

tityというものが非常によく知られていて，サマーセミナーでも2006年

に紹介した．ここでは，同様の関係式である Pless power momentsと呼

ばれるものの 2-weight projective符号への 1つの応用を紹介する．「Are

2-Weight Projective Cyclic Codes Irreducible?」(J. Wolfmann, IEEE

Trans. Inf. Theory, vol.51, pp.733–737, 2005)の前半部分の紹介でも

ある．

私自身 Pless power moments は聞いていたのだが，まだ応用したこ

とがなかったので一度経験したかったわけである．

2 諸定義

• q を素数巾，Fqを q 元体，n を自然数とする．Fn
q の部分空間を符

号 (code)といい，n をその符号の長さという．符号の長さが n で

次元が k のとき，[n, k] 符号と呼ばれる．以下，C は常に長さ n

の符号を表すこととする．

• x = (x1, · · · , xn)，y = (y1, · · · , yn) ∈ Fn
q に対し，

x · y =
n∑

k=1

xkyk

により内積 · を定める．

C⊥ = {x ∈ Fn
q : x · u = 0 for u ∈ C}

を C の双対符号(dual code)という．C が [n, k] 符号なら C⊥ は

[n, n − k] 符号である．
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• x = (x1, · · · , xn) ∈ Fn
q とする．

wt(x) = #{i ∈ {1, · · · , n} : xi 6= 0}

を xの重さ(weight)という．重さは 0，1，· · ·，n のいずれかの整

数である．

min{wt(u) : u ∈ C \ {0}}

を C の最小重さという．最小重さは大きいほど符号の誤り訂正能

力が高い．符号理論で非常に重要な概念である．

N を自然数とし，C 6= {0} とする．

N = #{wt(u) : u ∈ C \ {0}}

のとき，C を N -weight 符号 という．

• C を N -weight 符号とし，

w1, w2, , · · · , wN

を，C の元の 0と異なる重さの全体とする．

1 5 i 5 N に対して

Ai = #{u ∈ C : wt(u) = wi}

とおき，0 5 j 5 n に対して

Bj = #{v ∈ C⊥ : wt(v) = j}

とおく．

Bj の定義は標準的だが，Ai の定義は必ずしも標準的ではない (wi

の代わりに i を用いているものが多い)ので注意すること．

尚，N = 1 のときは，w1 を w と書くことにする．



3. Pless Power Moments 3

• B1 = B2 = 0 のとき，C を projective 符号という．それほど例外

的な符号ではない．

3 Pless Power Moments

Pless power momentsと呼ばれる次の結果が知られている ([5, Pless])．

命題 1. C を N -weight [n, k] 符号とし，wi，Ai，Bj は先に定義した

とおりとする．このとき，次が成り立つ．

(1)
N∑

i=1

Ai = qk − 1．

(2)
N∑

i=1

wiAi = {n(q − 1) − B1}qk−1．

(3)
N∑

i=1

w2
i Ai = [n(q − 1){n(q − 1) + 1} − B1{q + 2(n − 1)(q − 1)}

+ 2B2]q
k−2．

元々の Pless power moments は，Bj を用いて

N∑
i=1

wr
i Ai (r = 0, 1, 2, · · · )

を表したものである．ここでは，最初の 3つを与えた．

(1)に関しては，
N∑

i=1

Ai に零ベクトルの 1個を付け加えると C の元の

個数となるが，dim C = k なので，その個数は qk となる．従って，成

り立つことが分かる．
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4 1-weight Projective 符号

次の結果はよく知られている．この命題の符号は projective simplex

符号と呼ばれる．

命題 2. C を次元が k で長さが n =
qk − 1

q − 1
の projective 符号とす

る．このとき，C は 1-weight 符号 で唯 1つの 0と異なる重さは qk−1

である．

1-weight 符号を考えるときは，次の命題が鍵となる．

命題 3. C を [n, k]符号とする．C が 1-weight符号で B1 = 0ならば，

n = λ
qk − 1

q − 1
, w = λqk−1, B2 =

λ(λ − 1)

2
(qk − 1)

となる自然数 λ が存在する．

証明. 命題 1(1)より A1 = qk − 1．よって，B1 = 0 なので，命題 1(2)

より w(qk − 1) = wA1 = n(q − 1)qk−1．qk−1 と qk − 1 は互いに素なの

で，qk−1 は w を割る．従って，w = λqk−1 となる自然数 λが存在する．

従って，λqk−1(qk − 1) = w(qk − 1) = n(q − 1)qk−1 より，n = λ
qk − 1

q − 1
となる．命題 1(3)に，これらの値を代入すると，

λ2q2(k−1)(qk − 1) = [λ(qk − 1){λ(qk − 1) + 1} + 2B2]q
k−2

となる．よって，

λ2qk(qk − 1) = λ2(q2k − 2qk + 1) + λ(qk − 1) + 2B2
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より

2B2 = λ2(qk − 1) − λ(qk − 1) = λ(λ − 1)(qk − 1)

が得られる．

系 4. C を [n, k] 符号とする．C が 1-weight projective 符号ならば，

n =
qk − 1

q − 1
, w = qk−1

となる．

証明. B2 = 0 なので，命題 3の B2 より λ = 1 となる．従って，命題 3

より結論が言える．

5 2-weight Projective 符号

命題 5. C を [n, k] 符号とする．C が 2-weight projective 符号ならば

次が成り立つ．

n2(q − 1) − {q(w1 + w2) − 1}n +
(qk − 1)w1w2

(q − 1)qk−2
= 0, (1)

A1 =
(qk − 1)w2 − n(q − 1)qk−1

w2 − w1

,

A2 =
n(q − 1)qk−1 − (qk − 1)w1

w2 − w1

．
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証明. C は 2-weight で B1 = B2 = 0 なので，命題 1は

A1 + A2 = qk − 1, (2)

w1A1 + w2A2 = n(q − 1)qk−1, (3)

w2
1A1 + w2

2A2 = n(q − 1){n(q − 1) + 1}qk−2 (4)

となる．ここで，整数 a0，a1 を

a0 = w1w2, a1 = −(w1 + w2)

により定めると

(x − w1)(x − w2) = a0 + a1x + x2 (5)

となる．ただし，x は変数．a0(2) + a1(3) + (4) を計算すると

a0(A1 + A2) + a1(w1A1 + w2A2) + w2
1A1 + w2

2A2

= A1(a0 + a1w1 + w2
1) + A2(a0 + a1w2 + w2

2) (6)

= a0(q
k − 1) + a1n(q − 1)qk−1 + n(q − 1){n(q − 1) + 1}qk−2

= n2(q − 1)2qk−2 + (a1q + 1)n(q − 1)qk−2 + a0(q
k − 1)

=
[
n2(q − 1) − {q(w1 + w2) − 1}n +

(qk − 1)w1w2

(q − 1)qk−2

]
(q − 1)qk−2 (7)

式 (5)より式 (6)は 0となる．従って，式 (7)より式 (1)が示される．

命題 5を使うと，次のちょっと面白い結果が得られる．

命題 6. C を 2-weight projective 符号とし，D を C の部分符号 (部

分空間)で 2-weight projectiveとする．このとき，D = C となる．
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証明. dim C = r，dim D = s とする．命題 5の式 (1)を考える．D は

C の部分符号なので，D に対しても重さは w1，w2 となる．従って，

n2(q − 1)−{q(w1 + w2)− 1}n は C に対しても D に対しても同じであ

る．よって，

q2 − 1

qr−2
=

qr − 1

qr−2
=

qs − 1

qs−2
= q2 − 1

qs−2

となる．従って，r = s なので C = D となる．

参考として，2-weight projective 符号の重さに関しては次が知られて

いる ([1])．

命題 7. p を素数とし，q が p の巾とする．C が 2-weight projective

符号ならば，C の元の 0と異なる重さは

psu あるいは ps(u + 1)

の形である．ただし，s は 0以上の整数で u は自然数である．

6 補足

6.1 元の Pless Power Moments

0 5 i 5 n に対して

Ãi = #{u ∈ C : wt(u) = i}

とおく．1 5 i 5 N ならば，

Ai = Ãwi
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となっている．本来の Pless power moments は次の形をする ([2]ある

いは [5])．

命題 8. C を [n, k] 符号とし，r を 0以上の整数としたとき，次が成

り立つ．

n∑
i=0

irÃi =
n∑

i=0

(−1)iBi

{
r∑

ν=0

ν! S(r, ν)qk−ν(q − 1)ν−i

(
n − j

n − ν

)}
,

n∑
i=0

(n − i)rÃi =
n∑

i=0

Bi

{
r∑

ν=0

ν! S(r, ν)qk−ν

(
n − j

n − ν

)}
．

ここで，

S(r, ν) =
1

ν!

ν∑
j=1

(−1)ν−1

(
ν

j

)
jr

は第 2種の Stirling数と呼ばれる．

6.2 MacWilliams Identity

x，y を変数として

WC(x, y) =
n∑

i=0

Ãix
n−iyi

とおく．サマーセミナーでも紹介したことがあるが ([3])，次の結果は

よく知られている ([4]あるいは [2])．

命題 9. C を符号としたとき，次が成り立つ．

WC⊥(x, y) =
1

|C|
WC(x + y, x − y)．
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