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1. Absolute normalized norm & convex function

K上のベクトル空間 X がノルム空間 (with norm ‖ · ‖) :
(N1) ‖x ‖ ≥ 0 かつ ‖x ‖ = 0 ⇐⇒ x = o
(N2) ‖kx ‖ = |k | ‖x ‖ (k ∈ K)
(N3) ‖x + y ‖ ≤ ‖x ‖+ ‖y ‖

ノルム ‖ · ‖ on Kn が absolute normalizedノルム :
(AN1) ‖(x1, x2, · · · , xn)‖ = ‖(|x1|, |x2|, · · · , |xn|)‖ (xi ∈ K)
(AN2) ‖e1‖ = ‖e2‖ = · · · = ‖en‖ = 1

• absolute normalizedノルムの全体を ANn で表す．

例 : `pノルム ‖ · ‖p (1 ≤ p ≤ ∞)

‖(x1, · · · , xn)‖p =

{
(
∑n

i=1 |xi |p)1/p
(1 ≤ p < ∞)

max{|x1|, · · · , |xn|} (p = ∞)
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∆n :=
{
s = (s1, · · · , sn−1) ∈ Rn−1

≥0 :
∑n−1

j=1 sj ≤ 1
}

Ψn : 次を満たす∆n上の continuous convex functions ψ全体
(A0) ψ(o) = ψ(e1) = · · · = ψ(en−1) = 1

(Aj) ψ(s) ≥ (1 − sj)ψ

(
1

1 − sj

(
s1, · · · , 0

j
, · · · , sn−1

))

(j = 1, · · · , n − 1)

(An) ψ(s) ≥
(∑n−1

j=1 sj

)
ψ


1∑n−1

j=1 sj

s



..

Fig

n = 2のとき ∆2 = [0, 1]であり, Ψ2 の convex functions ψの
条件は次のようになる．
ψ(0) = ψ(1) = 1 & ψ(t) ≥ max{1 − t , t}
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例： Ψ2 の双曲線（赤は `2ノルムに対応の双曲線 ψ2(t)）
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ψ ∈ Ψn に対し，Kn上のノルム ‖ · ‖ψ を定義：
‖(x1, · · · , xn)‖ψ

=
def



(∑n
j=1 |xj |

)
ψ

(
1∑n

j=1 |xj |
(|x2|, · · · , |xn|)

)
(x , o)

0 (x = o)

‖ · ‖ψ は absolute normalizedノルムになる．この対応
Ψn 3 ψ ←→ ‖ · ‖ψ ∈ ANn は１対１対応
(F. Bonsall, J. Duncan, K. Saito, M. Kato et al., 1973, 2000)

`2ノルム ‖ · ‖2 に対応の
ψ2(x1, · · · , xn−1) =

√
2
∑n−1

j=1(x2
j − xj) + 2

∑
i<j xixj + 1

n = 2のとき，ψ2(t) =
√

2t2 − 2t + 1

check: ‖(x1, x2)‖ψ2 = (|x1 |+ |x2 |)
√

2|x2 |2/(|x1 |+ |x2 |)2 − 2|x2 |/(|x1 |+ |x2 |) + 1

=
√

2|x2 |2 − 2|x2 |(|x1 |+ |x2 |) + (|x1 |+ |x2 |)2 =
√
|x1 |2 + |x2 |2.
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2. von Neumann Jordan constant

ノルム空間 X において

CNJ(X) =
def

sup

{‖x + y ‖2 + ‖x − y ‖2
2 (‖x ‖2 + ‖y ‖2) : x , y ∈ X , not both o

}

• von Neumann Jordan (簡単に NJ) constantという．
• 1 ≤ CNJ(X) ≤ 2であり，CNJ = 1⇐⇒ X : Hirbert space

..

説明

• CNJ(X) < 2⇐⇒ X : uniformly non-square

• CNJ(‖ · ‖p) = 2|(2−p)/p| for 1 ≤ p ≤ ∞
(by Hölder’s and Clarkson’s inequalities)

目標：ψ ∈ Ψn に対応の ‖ · ‖ψ ∈ ANn に対し，CNJ を求める．

ここでは n = 2とする．( n ≥ 3のときの計算法は，ほとんど
何も知られていない．)
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ここでは n = 2とする．( n ≥ 3のときの計算法は，ほとんど
何も知られていない．)
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ψ ∈ Ψ2, M1 = max0≤t≤1 ψ(t)/ψ2(t), M2 = max0≤t≤1 ψ2(t)/ψ(t)
とすると

max{M2
1 , M2

2} ≤ CNJ(‖ · ‖ψ) ≤ M2
1 M2

2

• CNJ(‖ · ‖ψ) = max{M2
1 , M2

2} ⇐⇒ ψ ≥ ψ2 or ψ ≤ ψ2

.

Theorem 1 (Ik, Kato)

.

.

.

. ..

.

.

ψ ∈ Ψ2, ψ(t) = ψ(1 − t) for 0 ≤ t ≤ 1, (K = R)

Assume that M1 = max
0≤t≤1/2

ψ(t)

ψ2(t)
, M2 = max

0≤t≤1/2

ψ2(t)

ψ(t)
are taken at unique points t1, t2, resp. Then

CNJ(‖ · ‖ψ) = M2
1 M2

2
⇐⇒

t1t2(1 − 2t1)(1 − 2t2) = 0 or (1 − t1)(1 − t2) =
1
2

..

説明

• ’if’ partでは，t1, t2 の uniquenessやK = Rの仮定不用
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.

Corollary 1

.

.

.

. ..

.

.

ψ ∈ Ψ2, M1 = max
0≤t≤1

ψ(t)/ψ2(t), M2 = max
0≤t≤1

ψ2(t)/ψ(t) are taken resp.

at t = t1, t2 which satisfy one of the following conditions:

(i) t1t2 = 0 (ψ is not necessarily symmetric at t = 1/2)
i.e., ψ2 ≥ ψ or ψ ≥ ψ2

(ii) ψ is symmetric at t = 1/2 and (1 − 2t1)(1 − 2t2) = 0

(iii) ψ is symmetric at t = 1/2 and (1 − t1)(1 − t2) = 1/2

=⇒ CNJ(‖ · ‖ψ) = M2
1 M2

2

n ≥ 3での反例：√
2/n < λ ≤ 1に対して，‖ · ‖ := max{‖ · ‖2, λ‖ · ‖1}
対応する ψ(s) = max{ψ2(s), λ} ≥ ψ2(s) for s ∈ ∆n

M2 = maxs∈∆n ψ2(s)/ψ(s) = ψ2(o)/ψ(o) = 1
M1 = maxs∈∆n ψ(s)/ψ2(s) = λ/ψ2(1/n, · · · , 1/n) =

√
nλ

このとき， M2
1 M2

2 = nλ2 > 2だが，CNJ(‖ · ‖ψ) ≤ 2
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.

.

. ..
.

.

3. Examples: CNJ for the norms ass. with conics
(Ik, Kai, Kato)

Hyperbola norm
0 <

(−)
a <

(−)
4c, a ≤ 2

√
c, ψhyp(a,c)(t) =

√
at2 − at + c + 1 − √c

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

‖(z,w)‖hyp(a,c) = (1 − |c |)(|z|+ |w |) +
√

c(|z|+ |w |)2 − a |zw |

• ‖ · ‖hyp(2,1) が `2 ノルム ‖ · ‖2
T. IKEDA (九州工業大学) Aug. 24, 2013 9 / 14
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• CNJ(‖ · ‖hyp(a,c)) =

..

Fig



1
2
(
√

4c − a + 2 − 2
√

c)2 if c ≥ 1, 0 < a ≤ 2
√

c

(on gray domain) or 0 < c < 1, 0 < a ≤ ρ(c),

a(a + 2 − 4
√

c)

2(a − 2c)
if 0 < c ≤ 3 − 2

√
2

2
, ρ(c) < a < 4c

(on orange domain) or
3 − 2

√
2

2
< c < 1, ρ(c) < a ≤ σ(c),

a(a + 2 − 4
√

c)

(a − 2c)(
√

4c − a + 2 − 2
√

c)2
if

3 − 2
√

2
2

< c <
1
4
, σ(c) < a < 4c

(on green domain) or
1
4
≤ c < 1, σ(c) < a < 2

√
c,

where ρ(c) = 1
2

[
3c + 2

√
c − 1 + (1 − √c)

√
9c − 2

√
c + 1

]
,

σ(c) = (8 − 4
√

2)
√

c − 6 + 4
√

2.

• CNJ(‖ · ‖hyp(a,c))により区間 [1, 2]が parametrized.
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• CNJ(‖ · ‖hyp(a,c)) =

..

Fig



1
2
(
√

4c − a + 2 − 2
√

c)2 if c ≥ 1, 0 < a ≤ 2
√

c

(on gray domain) or 0 < c < 1, 0 < a ≤ ρ(c),

a(a + 2 − 4
√

c)

2(a − 2c)
if 0 < c ≤ 3 − 2

√
2

2
, ρ(c) < a < 4c

(on orange domain) or
3 − 2

√
2

2
< c < 1, ρ(c) < a ≤ σ(c),

a(a + 2 − 4
√

c)

(a − 2c)(
√

4c − a + 2 − 2
√

c)2
if

3 − 2
√

2
2

< c <
1
4
, σ(c) < a < 4c

(on green domain) or
1
4
≤ c < 1, σ(c) < a < 2

√
c,

where ρ(c) = 1
2

[
3c + 2

√
c − 1 + (1 − √c)

√
9c − 2

√
c + 1

]
,

σ(c) = (8 − 4
√

2)
√

c − 6 + 4
√

2.

• CNJ(‖ · ‖hyp(a,c))により区間 [1, 2]が parametrized.

T. IKEDA (九州工業大学) Aug. 24, 2013 10 / 14



• CNJ(‖ · ‖hyp(a,c)) =

..

Fig



1
2
(
√

4c − a + 2 − 2
√

c)2 if c ≥ 1, 0 < a ≤ 2
√

c

(on gray domain) or 0 < c < 1, 0 < a ≤ ρ(c),

a(a + 2 − 4
√

c)

2(a − 2c)
if 0 < c ≤ 3 − 2

√
2

2
, ρ(c) < a < 4c

(on orange domain) or
3 − 2

√
2

2
< c < 1, ρ(c) < a ≤ σ(c),

a(a + 2 − 4
√

c)

(a − 2c)(
√

4c − a + 2 − 2
√

c)2
if

3 − 2
√

2
2

< c <
1
4
, σ(c) < a < 4c

(on green domain) or
1
4
≤ c < 1, σ(c) < a < 2

√
c,

where ρ(c) = 1
2

[
3c + 2

√
c − 1 + (1 − √c)

√
9c − 2

√
c + 1

]
,

σ(c) = (8 − 4
√

2)
√

c − 6 + 4
√

2.

• CNJ(‖ · ‖hyp(a,c))により区間 [1, 2]が parametrized.

T. IKEDA (九州工業大学) Aug. 24, 2013 10 / 14



Parabola norm

0 < c ≤ 1, ψpar(c)(t) = ct2 − ct + 1 (0 ≤ t ≤ 1)

‖(z,w)‖par(c) = |z|+ |w | − c |zw |
|z|+ |w | for (z,w) , o

このとき，CNJ(‖ · ‖par(c)) =
ψpar(c)(1/2)2

ψ2(1/2)2
=

(4 − c)2

8

Ellipse norm

0 < a ≤ 2
√

c, ψell(a,c)(t) = 1+
√

c−√−at2 + at + c (0 ≤ t ≤ 1)

‖(z,w)‖ell(a,c) = (1 +
√

c)(|z|+ |w |) − √
c(|z|+ |w |)2 + a |zw |

for (z,w) , o

このとき，CNJ(‖ · ‖ell(a,c)) = 2
(
1 +
√

c − √a + 4c/2
)2
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4. James constant

ノルム空間 X において

J(X) =
def

sup
{
min (‖x + y ‖, ‖x − y ‖) : x , y ∈ SX

}

• James constantという．

• J(X)2/2 ≤ CNJ(X) ≤ J(X)

• ψ ∈ Ψ2, M1 = max0≤t≤1 ψ(t)/ψ2(t), M2 = max0≤t≤1 ψ2(t)/ψ(t)
とすると

max{M2
1 , M2

2} ≤ J(‖ · ‖ψ) ≤
√

2M1M2

• J(‖ · ‖ψ) = max{M2
1 , M2

2} ⇐⇒ ψ = ψ1 or ψ∞
(ψ1, ψ∞ は `1, `∞ノルムに対応の function)
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.

Theorem 2

.

.

.

. ..

.

.

ψ ∈ Ψ2, ψ(t) = ψ(1 − t) for 0 ≤ t ≤ 1, (K = R)

M1 = max
0≤t≤1/2

ψ(t)

ψ2(t)
, M2 = max

0≤t≤1/2

ψ2(t)

ψ(t)
とするとき

J(‖ · ‖ψ) =
√

2M1M2

⇐⇒
∃t1, t2 ∈ [0, 1/2] s.t.

M1 =
ψ(t1)

ψ2(t1)
, M2 =

ψ2(t2)

ψ(t2)
& (1 − t1)(1 − t2) =

1
2

.

Corollary 2

.

.

.

. ..

.

.

Theorem 2の条件のもとで

CNJ(‖·‖ψ) = C ′NJ(‖·‖ψ) = CZ(‖·‖ψ) = C ′Z(‖·‖ψ) =
1
2

J(‖·‖ψ)2 = M2
1M2

2

where CZ(‖ · ‖ψ) = sup


‖x + y ‖ψ ‖x − y ‖ψ
‖x ‖2ψ + ‖y ‖2ψ

: (x , y ) , (o , o)

 Zbăganu const.
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Example

0 ≤ c ≤ 1, ψ(t) = max

{
1 − ct , 1 − c + ct , 1 − c2

2

}

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

M1 = 1, M2 =
ψ(1/2)

ψ2(1/2)
=

2 − c2

√
2

(c ≤ −1 +
√

3),

M1 =
ψ(t1)

ψ2(t1)
=
√

c2 − 2c + 2, M2 =
ψ2(t2)

ψ(t2)
=

√
2(c2 − 2c + 2)

2 − c2
(−1 +

√
3 < c),

where t1 = (1 − c)/(2 − c), t2 = c/2. Then (1 − t1)(1 − t2) = 1/2.

∴ J(‖ · ‖ψ) =
√

2CNJ‖ · ‖ψ =



2 − c2 if 0 ≤ c ≤ −1 +
√

3,

2(c2 − 2c + 2)

2 − c2
if − 1 +

√
3 < c ≤ 1
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