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実数を係数に持つ iと jの文字式に、

ij = −ji と i2 = j2 = −1

という関係式を入れた式を数とみなし、４元数と呼ぶ。
たとえば、

3i3 − 2j6 + 7ij − i2j − ij2 − 4ji + (ij)2 = −3i + 2 + 7ij + j + i + 4ij − i2j2

= 1 − 2i + j + 11ij

同様の簡約化により、４元数はいつも

a + bi + cj + dk, a, b, c, d ∈ R, k := ij

と書ける。ここで、kは、iや jと同様の関係式を持つ：　

k2 = (ij)(ij) = −i2j2 = −1,

ik = i(ij) = −iji = −ki,

jk = j(ij) = −ijj = −kj

４元数の集合をHで表す。

H = {a + bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ R}

４元数Hが複素数

C = {a + bi | a, b ∈ R}

を部分集合として含むことは明らかであろう。



４元数Hは複素数と違って積の交換法則が成り立たないが、いろいろな面白い性質を
持つ。　たとえば、

(i + j)2 = i2 + ij + ji + j2 = i2 + j2 = −2

従って、 (
i + j√

2

)2

= −1

同様に、

(bi + cj + dk)2 = b2i2 + c2j2 + d2k2 = −b2 − c2 − d2

が成り立つので、 (
bi + cj + dk√
b2 + c2 + d2

)2

= −1

が成り立つ。従って、

U = {bi + cj + dk | b2 + c2 + d2 = 1}

とおけば、任意の u ∈ U に対して、u2 = −1が成り立つ。ここで、

I := {bi + cj + dk | b, c, d ∈ R}

を通常の xyz空間と同一視すれば（x軸を i軸、y軸を j軸、z軸を k軸と考える）、U は
通常の空間 I ≈ R3における、原点中心の半径１の球面となる。即ち、

U ≈ S2 = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1}

また、

{a + eu | a, e ∈ R}

はCと同一視できる。即ち、Hは無限個のCのコピーを含んでいる。さらに、

H = {a + eu | a, e ∈ R, u ∈ U}

と書けることに注意すれば、
x2 = −1

という方程式の解は無限個あり、その解集合は U であることがわかる。



４元数Hは４次元の数と考えてよいが、４次元は未だ人間にはよく見えない。ところ
が、Hの部分集合 Iは３次元であり、そこでの積はとても興味深い。実際、

α = b1i + c1j + d1k, β = b2i + c2j + d2k ∈ I

に対して、

αβ = (b1i + c1j + d1k)(b2i + c2j + d2k)

= −b1b2 − c1c2 − d1d2 + (c1d2 − d1c2)i + (b2d1 − b1d2)j + (b1c2 − b2c1)k

となる。ここで、I ≈ R3によりα = (b1, c1, d1), β = (b2, c2, d2) と考えれば、前半は−α ·β
になっている。では後半は？

ij = k, jk = i, ki = jという関係があり、これは i, j, kを基本ベクトルと考えたとき
の外積が満たす関係式に等しい。従って、後半部分は α × βになっている！ 即ち、

αβ = −α · β + α × β

である。実は、内積や外積は４元数から生まれたのである！！

（注） α, β ∈ I に対して、αβ /∈ I であり。これはリサランドールが提唱する５次元
の世界に対応してないか？ （Hに時間軸を加えて５次元！）

さて、複素数と同様、α = a + bi + cj + dk ∈ H に対して、

|α| =
√

a2 + b2 + c2 + d2

と定義すると、β ∈ H に対して、

|αβ| = |α||β| (1)

が成り立つ。（これは自明ではなく、大きな発見だった。）複素数の部分集合

S := {α ∈ C | |α| = 1}

は積について閉じていて、この集合は複素平面の原点を中心とした半径１の円と同一視で
きた。では

S3 := {α ∈ H | |α| = 1}

は何か？
これも (1)より積について閉じていて、４次元の中の３次元球と考えられる。（昨年の
フィールズ賞はこの球が持つ幾何学的性質を証明した数学者に与えられた。）



複素数と α ∈ Sとの積は回転を与える。実際、α = cos θ + i sin θと書けるから、β =

a + bi ∈ C ≈ R2に対して、

αβ = (cos θ + i sin θ)(a + bi)

= a cos θ − b sin θ + i(b cos θ + a sin θ)

≈

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
a

b

)

となるから、αβの位置は βの位置を原点の周りに θだけ回転した位置にある。（最後の≈
は x + yi ∈ CをR2の点 (x, y)と同一視したということ）

θ

O β

αβ

|β|

同様に４元数と α ∈ S3との積は４次元の回転を与える。ところが、４次元の回転はこ
れまた人間の目ではほとんど見ることができない。（数学的記述は簡単だが、どのような
動きかはわからない。物理学ではS3をユニタリー群 SU(2)と同一視して、素粒子モデル
に応用している。この理論では、４元数を数と見ず、複素数成分の 2×2行列と見ている。）

そこで、α ∈ S3を３次元（空間 R3）の回転を表すのに使えないか？という疑問が起
きる。
実はこれも可能なのである！！

まず、準備として、Cにおける共役という概念を拡張する。即ち、a + bi + cj + dk ∈ H
に対して、共役４元数

a + bi + cj + dk = a − bi − cj − dk

を定義する。次に、ある u ∈ U があって、α = a + euと書けたわけだから、|α| = 1なら
ば a2 + e2 = 1であることがわかる。従って、α = cos θ + u sin θと書ける。



このとき、β ∈ I ≈ R3に対して、αβα ∈ Iが言えて、

αβαの位置は βの位置を u軸の周りに 2θだけ回転した位置にある

ことが証明できる。従って、θを動かしたり、uを動かすことにより、α = cos θ + u sin θ

は空間のすべての回転を表現することができる！！！
u

β

αβᾱ

2θ

例 u = kの場合、即ち α = cos θ + k sin θならば、β = bi + cjに対して、

αβα = (cos θ + k sin θ)(bi + cj)(cos θ − k sin θ)

= bi cos2 θ − bik cos θ sin θ + cj cos2 θ − cjk cos θ sin θ

+ bki cos θ sin θ − bkik sin2 θ + ckj cos θ sin θ − ckjk sin2 θ

= bi(cos2 θ − sin2 θ) − 2ci cos θ sin θ + 2bj cos θ sin θ + cj(cos2 θ − sin2 θ)

= i(b cos 2θ − c sin 2θ) + j(b sin 2θ + c cos 2θ)

≈

(
cos 2θ − sin 2θ

sin 2θ cos 2θ

)(
b

c

)

i

j

k

O

β
αβᾱ

2θ



（注）

α(dk)α = (cos θ + k sin θ)(dk)(cos θ − k sin θ)

= (cos θ + k sin θ)(cos θ − k sin θ)(dk)

= dk

従って、線形写像 α( · )αを表す行列は、cos 2θ − sin 2θ 0

sin 2θ cos 2θ 0

0 0 1


である。

一般の u ∈ U に対しては、うまく v, w ∈ U を取って、{v, w, u}が Iの正規直交基底に
なるようにすると、なんと、v, w, uは i, j, kと同じ関係式を持つ！
例えば、

v2 = w2 = u2 = −1,

また vw = −v · w + v × w = u,

wv = −w · v + w × v = −u より

vw = −wv 等々。

従って、上と全く同じ計算から、α = cos θ + u sin θに対して、この基底に関する、線
形写像 α( · )αを表す行列は上と全く同じcos 2θ − sin 2θ 0

sin 2θ cos 2θ 0

0 0 1


になる！

もちろん、α = cos θ
2

+ u sin θ
2
にとっておけば、α( · )αを表す行列はcos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


である。

４元数などは使わず、初めから線形代数を使えば、空間の回転は上記行列で表せること
がわかるわけだが、座標変換、固有値、直交行列の理論が駆使されるわけである。４元数
のかけ算にさえ慣れておけば、４元数による回転の表現はより直接的で分かり易いと言
える。
さらに、空間の回転を表すのにオイラー角、あるいはロールピッチヨー法が有名だが、
これらはいくつかの欠点があり（たとえばジンバルロックの問題）、最近の工学者あるい
はコンピュータプログラマーは、回転の表現に４元数を使うようになっている。



問 空間上の点 Aが点Bへ原点中心の回転で移ったとする。この回転軸、回転角度、
そしてこの回転を表す４元数を求めよ。また、ある点C(c1, c2, c3)がこの回転で移る先を
求めよ。

答 原点をOとすると、回転軸はパラメータ tを使って t(
−→
OA × −−→

OB) であり, 回転角
度を θとすれば cos θ =

−→
OA·−−→OB

|
−→
OA||

−−→
OB|
で計算できる。

さらに、
−→
OA×

−−→
OB

|
−→
OA×

−−→
OB|

= (u1, u2, u3)として、u = u1i + u2j + u3k とおけば、回転を表す４元

数 αは α = cos θ
2

+ u sin θ
2

=
√

1+cos θ
2

+ u
√

1−cos θ
2
と計算できる。（0 ≤ θ ≤ πとしてよい

ので、cos θ
2
≥ 0, sin θ

2
≥ 0としてよい。）

また、点Cの行き先はα(c1i+c2j+c3k)αを計算すればよい。(即ち、α(c1i+c2j+c3k)α =

d1i + d2j + d3k なら、移る先は点 (d1, d2, d3)である。）
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