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! "
Taylorの定理
f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a)
+

f ′′(a)
2! (x − a)2 + · · · + f (n)(a)

n! (x − a)n

+
f (n+1)(c)
(n+1)! (x − a)n+1

となるcがxとaの間に存在する。# $

! "
大抵の本はいきなり証明し、何故こ
のxの多項式（テイラー多項式）
f (a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(a)

2! (x − a)2 +

· · · + f (n)(a)
n! (x − a)n

が現れるか、その理由を説明してい
ない。# $

! "
x = aの近くで f (x)を多項式p(x)で
近似しよう！
誤差をε(x) := f (x) − p(x)とおく。
このとき、条件
ε(a) = ε′(a) = · · · = ε(n)(a) = 0
（これを重解条件と呼ぼう！）と「p(x)
がテイラー多項式であること」は同
値である。# $



なぜ重解条件と名付けたか？
f (x)がCn+1クラスならば、! "
重解条件⇐⇒
ε(x) = (x − a)n+1g(x) となる
連続関数g(x)が存在する。# $ O

y

x

y = x − a

y = (x − a)2

y = (x − a)3y = (x − a)4

a a + 1

テイラーの定理とは、

g(x) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!

となるcがxとaの間に存在することを主
張したものである。重解定理を導くには
f (x) ∈ Cn+1である必要があるが、テイ
ラーの定理は(n + 1)回微分可能であれば
成り立つ。さらに、高木貞治「解析概論」

等を見ればわかるように、n回微分可能
を仮定するだけで（詳しくは、x = aの
近傍で f (x)は (n − 1)回微分可能で、
f (n−1)(x)がx = aで微分可能ならよい）、
f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a) + · · ·
· · · + f (n)(a)

n! (x − a)n + o(x − a)n

が成り立つ（無限小型のテイラーの
定理）。



! "
1© f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a) + · · ·
· · · + f (n)(a)

n! (x − a)n + o(x − a)n

2© f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a) + · · ·
· · ·+ f (n)(a)

n! (x− a)n+
f (n+1)(c)
(n+1)! (x− a)n+1

3© f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a) + · · ·
· · · + f (n)(a)

n! (x − a)n + g(x)(x − a)n+1

# $

（注1）
ε(x) = xn+1 sin

1
x

はo(xn)であり、
ε(0) = ε′(0) = · · · = ε(n)(0) = 0
と定義しておけばCnクラスでもある。
ところが ε(x)

xn+1は連続関数ではない。

（注2）誤差関数（ラグランジュの剰余
項）が0に収束、即ち

lim
n→∞

f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x − a)n+1 = 0

となる範囲で f (x)はテイラー展開
f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a)
+

f ′′(a)
2! (x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n! (x− a)n + · · ·
可能となる。べき級数の理論から、そ

の範囲は、ある正数Rに対して、a − R
からa + Rまでのすべてのxとなる。（こ
のRを収束半径と呼ぶ。Rは無限大のこ
ともある。）



(例1） f (x) = exでa = 0なら
f (n+1)(c) = ecより、すべてのxで
lim
n→∞

ec xn+1

(n + 1)!
= 0 となるから、収束半

径は無限大である。よってすべてのxで
ex = 1 + x + x2

2 +
x3

3! + · · · が成り立つ。

(例2） f (x) = sin xでa = 0なら
f (2k)(c) = (−1)k sin cまたは
f (2k+1)(c) = (−1)k cos cより、すべてのx
で
∣∣∣ f (n)(c)

(n+1)!x
n+1
∣∣∣ <
∣∣∣ xn+1

(n+1)!

∣∣∣ → 0 となるから、
収束半径は無限大である。よってすべて
のxでsin x = x − x3

3! +
x5

5! − · · · が成り
立つ。

(例3） f (x) = log(1 + x)でa = 0なら
f (n+1)(c) = (−1)nn!

(1+c)n+1より、
f (n+1)(c)
(n+1)! xn+1 = (−1)n

(n+1)(1+c)n+1 xn+1となり、こ
れは0 ≤ x < 1で0に収束、さらにx > 1
で発散するから収束半径は1である。
x = 1でも0に収束するから、
−1 < x ≤ 1の範囲で、
log(1 + x) = x − x2

2 +
x3

3 − · · · が成り立

つ。特にlog 2 = 1− 1
2 +

1
3 − · · · となる。

（注3）ラグランジュの剰余項
(−1)n

(n+1)(1+c)n+1 xn+1が、−1 < x < 0で0に収
束するかどうかわからない。（x = −1や
|x| > 1で発散することは、ロピタルの定
理を使えばわかる。あるいはテイラー級
数の一般項が0に収束しないことを示し
てもよい。）



コーシーの剰余項
f (n+1)
(

x+θ(x−a)
)

n! (1 − θ)nxn+1 (0 < θ < 1)
を使えば、この場合は、

(−1)n

(1+θx)n+1 (1 − θ)nxn+1 となるから、
0 < 1 − θ < 1 + θxを使ってわかる。
ベルヌーイの剰余項
1
n!

∫ x

a f (n+1)(t)(x − t)ndt を使ってもわ
かる。

ただ、
ダランベールの ratio test：
べき級数∑ an(x − a)nの収束半径Rは
lim
n→∞

∣∣∣
an+1

an

∣∣∣ = 1
R

を使えばすぐに収束半径が1とわかる。

（注4） f (x)が無限回微分可能なとき、
剰余項Rn → 0（n → ∞）
⇐⇒
テイラー級数がx = a以外で収束
⇐⇒べき級数展開可能（収束半径正）
が成り立つわけだが、念のため、２つめ
の⇐=を示しておく。まず f (x)をx = a
の周りでべき級数展開する：

f (x) = a0 + a1(x − a) + a2(x − a)2 + · · ·
（仮定より収束半径は正）
この級数は収束半径内で項別微分可能だ
から、an =

f (n)(a)
n! が成り立つ。従って収

束半径内で f (x) =
f (a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(a)

2! (x − a)2 + · · ·
即ちテイラー展開を得る。従ってもちろ
んテイラー級数は収束する。



念のため、１つめの⇐=を示しておく。
テイラー級数がa以外で収束すれば、
f (x)はべき級数展開を持つことになるの
で、上の議論より f (x)はテイラー展開可
能となる。即ち、剰余項は0に収束しな
ければならない。

（例4）(1 + x)α =
∞∑

k=0
αCkxk, |x| < 1

たとえば
√

1 + x

= 1 + x
2 +

∞∑

k=2

(2k − 3)!!
(2k)!!

xk, |x| ≤ 1

1√
1+x
= 1 +

∞∑

k=1

(−1)k(2k − 1)!!
(2k)!!

xk,

−1 < x ≤ 1

但し、k!! =

k(k − 2)(k − 4) · · ·
{

2 (k = 2m)
1 (k = 2m + 1)

さらに、一般化して
(1+x) 1

n = 1+ 1
nx+
∑∞

k=2
(−1)k−1(nk−n−1)!n

(kn)!n xk

(1 + x)− 1
n = 1 +

∑∞
k=1

(−1)k(kn−n+1)!n

(kn)!n xk

但し、k!n = k(k − n)(k − 2n) · · ·

· · ·




n (k ≡ 0 mod n)
n − 1 (k ≡ n − 1 mod n)
n − 2 (k ≡ n − 2 mod n)
...

...
1 (k ≡ 1 mod n)



（例5）
arctan x =

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1, |x| ≤ 1

x = 1のとき、
π
4 = 1 − 1

3 +
1
5 − 1

7 + · · ·

（例6）
arcsin x = 1 +

∞∑

k=1

(2k − 1)!!
(2k)!!

x2k+1

2k + 1
,

|x| ≤ 1

x = 1のとき、
π = 2 + 1

3 +
3

4·5 +
5

7·8 + · · ·

（例7）

tan x =
∞∑

k=1

(−1)k B2k

(2k)!
(22k − 42k)x2k−1

|x| < π
2 , 但しBnはBernoulli数

B0 = 1, Bn = −
1

n + 1

n−1∑

k=0
n+1CkBk

収束半径は、評価式

|Bn| ≤
4 · n!
(2π)n

を使って証明できる。

問題　 f (x) = (x − a)ng(x)で、
f (x) ∈ C∞, さらにg(x)が連続ならば
g(x)は微分可能か？


